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1 Position du probleme

Le probleme s’énonce tres simplement :

on dispose d’un échantillon (z1,...,z,) de taille n d’une loi
a densité f inconnue. Que peut-on dire de f a partir dudit
échantillon ?

Précisons que dire que (z1,...,x,) est un échantillon d’une loi a densité inconnue f
signifie que nous supposons qu’il s’agit des valeurs prises simultanément par n variables
aléatoires (X7, ..., X,), indépendantes et suivant cette loi de densité f. Plus précisément
encore, mais cette fois nous entrons dans le formalisme du Calcul des Probabilités,
nous supposons qu’il existe un espace de probabilité (€2, A, P), des variables aléatoires
(X1,...,X,) définies sur cet espace de probabilité, suivant la loi de densité f et indépen-
dantes et un point w de € tels que !

(1) (T1s- s an) = (X1 (@), - - X (@)

(x1,...,2,) s'appelle ’échantillon observé, (X1,...,X,,) I'échantillon théorique.

Le probleme de l'estimation de la densité inconnue f est treés difficile 2 et n’a recu que

*Atelier tenu lors des Journées académiques de 'IREM de Lille sur le theme du Hasard les 15 et 16
avril 2004 au CRDP du Nord-Pas de Calais, 3 rue Jean Bart a Lille.

TRaymond.Moche@univ-lillel.fr

! Par exemple, les fonctions rand des calculettes fournissent des suites de nombres qui peuvent étre in-
terprétées comme une suite (X (w), ..., Xp(w)), X1,..., X, étant des variables aléatoires indépendantes
uniformément réparties sur [0, 1], c’est & dire admettant comme densité la fonction égale a 1 sur [0, 1]
et a 0 ailleurs.

2parce que nous allons nous placer dans le cadre général de la statistique non-paramétrique. Dans
les livres de statistique élémentaire, c’est beaucoup plus simple parce que 'on se place dans le cadre de
la statistique paramétrique. On suppose par exemple que ’échantillon considéré suit une loi a densité
inconnue, mais qui est une loi normale. Comme les lois normales sont entierement déterminées par
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des solutions asymptotiques (lorsque I'on peut faire grandir indéfiniment la taille n de
I’échantillon) sous des hypotheses restrictives. On se réservera donc de faire tendre vers
+oo la taille n de I’échantillon. Voila pourquoi on supposera disposer d'un échantillon
infini (x, ,n > 1). L’équivalent de I’égalité (1) s’écrira dans ce cadre

(2) (xp,n>1)=(X,(w),n>1).

A taille d’échantillon fixée, on ne peut avoir qu'une idée vague de f, grace a divers
estimateurs dont 1’histogramme, bien connu au lycée.

1.1 Distances entre des courbes

L’étude de la convergence vers f d’une suite ( fn, n > 1) d’estimateurs de f, par
exemple une suite d’histogrammes, posera le probleme de la définition d’une distance
d entre f et fn 3. Nous n’utiliserons que la distance d,, de la convergence uniforme,
que 'on peut utiliser si la densité f et 'estimateur fn sont des fonctions bornées. Cette
distance est définie par

(3) doup(f, f) = supser| f(x) = ful@)].

A titre d’exemple, nous avons tracé ci-dessous le graphe d’une densité de probabilité
notée f, ainsi que les graphes translatés parallelement a I’axe des ordonnées de +0.3 puis
de -0.3. Une fonction g est a une distance de la convergence uniforme de f inférieure ou
égale a 0.3 si et seulement si son graphe se trouve dans le tuyau dont le centre est le
graphe de f.

deux parametres, il suffit d’estimer ces parametres. Ce cas est particulierement simple parce que les
parametres en question sont l'espérance et la variance que ’on estime & ’aide de ’espérance empirique
et de la variance empirique. Ceci dit, a taille d’échantillon fixée, on ne peut avoir d’estimation exacte.
Les résultats exacts sont nécessairement des résultats asymptotiques.

311 s’agira donc d’une distance entre les graphes de deux fonctions.
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1.2 Convergences stochastiques

De plus, nous verrons que d( f, fn) est une variable aléatoire *. Il en résulte que la suite
(d( f fn), n > 1) pourra converger ou non vers 0 suivant divers modes de convergence
stochastiques. Comme nous voulons restreindre au maximum le sujet traité, nous n’uti-
liserons que la convergence presque sire qui est la convergence ordinaire pour presque
tous les échantillons. En fait, nous la confondrons avec cette derniere car les probabilistes
considerent qu'un événement de probabilité 0 ne se produit pas, dans la pratique.

Résultats espérés

On attend des résultats du style :

Si la densité f appartient a telle classe F de densités de
probabilité bornées, si (fn, n > 1) désigne une suite d’esti-
mateurs bornés de f, la suite (dsup(f, fn), n > 1) converge
presque siirement vers 0.

F s’appelle en général ’ensemble des densités possibles. Par exemple, si on suppose que

4(C’est évident, en fait, puisque fn est calculée a partir de 1’échantillon qui dépend du hasard.
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la loi inconnue de I’échantillon est une loi normale, F est I’ensemble des densités de la
forme x +— \/%? exp (—(x;Q)Q). Plus loin, on citera un théoreme dans lequel F est 'en-
semble des densités uniformément continues sur R. On voit que le sujet, qui actuellement
peut étre considéré comme épuisé comme theme de recherche, est foisonnant : lorsque
I'on veut étudier une suite d’estimateurs, on recherchera une classe F de densités de
probabilité possibles °, une distance d ¢ et un mode de convergence stochastique ” qui

satisfont un énoncé du type précédent, ce qui fait beaucoup de théoremes possibles!

En simplifiant au maximum, nous allons essayer de montrer comment des idées qui pa-
raissent maintenant simples se sont imposées peu a peu et ont permis d’obtenir des
résultats assez satisfaisants .

Nous nous contenterons de faire des simulations et d’observer le com-
portement asymptotique de quelques estimateurs de la densité calculés a
partir d’échantillons simulés dont nous connaitrons la lot, donc la den-
sité f, ce qui nous permettra de savoir de maniere trés empirique s’ils
convergent ou non vers f et d’avoir une idée des vitesses de convergence.

Ces simulations seront faites a I’aide de scilab 8.

2 Rappels sur les densités de probabilité

Nous rappelons qu’une variable aléatoire X admet une fonction donnée f comme
densité de probabilité si quels que soient les réels a et b tels que a < b, la probabilité
pour que X prenne ses valeurs dans Uintervalle [a,b] est égale a fab f(x) dx, ce que l'on
note

b
() Pla<x<t)= [ fa)ds

Il s’ensuit que la fonction f prend nécessairement ses valeurs dans l'intervalle [0, +oo],
quelle est intégrable sur R et que [*°° f(z)dw =1°.

Les programmes actuels ne font référence qu’a deux sortes de lois a densité : la loi
uniforme sur l'intervalle [0, 1] et les lois exponentielles. Mais il faut bien comprendre que

5La classe F devra étre la plus grande possible.

Sparce que d’autres distances que la distance dg,, sont intéressantes

"parce que la convergence presque siire est une convergence forte et que I'on peut passer & coté de
résultats moins bons mais intéressants quand méme en utilisant des modes de convergence stochastique
moins exigeants

8SCILAB, développé en France par 'INRIA et 'ENPC, est téléchargeable & I’adresse :
http ://scilabsoft/inria.fr/.

9Bien siir, j’aurais dii dire que la fonction f était supposée mesurable, que les égalités (4) impliquent
seulement que f est presque slirement & valeurs dans [0, 400 et que les intégrales utilisées sont des
intégrales de Lebesgue. Mais il se trouve que ces intégrales sont aussi des intégrales de Riemann dans
tous les cas usuels. Nous omettrons ces précisions dans la suite. Tout ce qui est écrit dans ce papier est
exact et se justifie dans le cadre de l'intégrale de Lebesgue.
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I’ensemble des lois de probabilité qui admettent une densité est infini. Deux densités de
probabilité, c’est a dire deux fonctions > 0 dont I'intégrale sur R est égale a 1 définissent
deux lois de probabilité différentes des qu’elles prennent des valeurs différentes sur un
intervalle de longueur > 0, méme si cette longueur est extrémement petite.

Dans ce qui suit, les densités qui seront considérées ou qui ap-
paraitront a la suite de calculs seront toujours simples, plus
précisément continues, sauf peut-étre en un nombre fini de points
de discontinuité ou elles auront une limite a droite et une limite a
gauche.

Nous allons maintenant exhiber quelques-unes d’entre elles. D’autres, fort nombreuses,
apparaitront ensuite.

Lois exponentielles Voici maintenant le graphe des densités des lois £(1), £(3) et
E(7) (c’est a dire les graphes des densités de variables aléatoires suivant ces lois). Il
s’agit des fonctions nulles sur | — oo, 0 et égales respectivement a exp(—zx), 3 exp (—3z)
et 7Texp (—=7z) sur [0, +oo[. On les reconnait facilement par leur valeur en 0.

Lois normales

Nous avons tracé successivement (de la gauche vers la droite) les graphes de la densité de

172



la loi normale N (—2,4), (0, 1), qui est la célebre courbe en cloche, N'(1, 1) et N(3, ).
Le second parametre désigne la variance et non ’écart-type 1°.

nA/
OO

1 0 1 2 3 4 5 6

T T T T T T T T T T

Lois uniformes

Sont tracés ci-dessous les graphes des densités de la loi uniforme sur [0, 1] et sur [—1, 3],
notées respectivement U(0, 1) et U(—1,3).

10Pour des raisons irréfutables concernant les lois normales mutidimensionnelles, c’est une erreur de
noter N (m, o) la loi normale de moyenne m et d’écart-type o : il faut la noter N'(m, o?).
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Mélanges de lois normales

La densité qui suit est la combinaison linéaire des densités des lois normales N (—0.7, %),
N(0.5,552), N(1.5,15) et N'(3,}) affectées respectivement des coefficients 2, £, 2, =
Plus généralement, on appelle mélange de lois normales toute loi de probabilité a densité

de la forme

(5) tzck.#.eXp (_M)

2
V21 oy, 207,

ou ¢i,...,c, sont des réels > 0 de somme 1, mq,...,m; des réels quelconques et

o1,...,0, des réels > 0.
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On verra que tous les estimateurs de la densité a noyau gaussien sont des densités de
mélanges de lois normales.

3 Histogrammes

3.1 Histogrammes de la loi U(0,1)

On se place ici dans le cas ot 'ensemble F des densités possibles est réduit a la densité
f = 10,17 de la loi U4(0,1) 1 Evidemment, dans ce cas, il n’est pas utile d’estimer la
densité f puisqu’elle est connue! Néanmoins, cette étude exploratoire nous montrera
divers défauts et qualités de I’histogramme, d’ou son intéret.
Nous partons donc d'un échantillon (x,, n > 1) de la loi U(0,1). Quelle que soit la
taille n de ’échantillon (z1,...,z,), les nombres xi, ..., =, appartiennent a 'intervalle
10, 1[ et sont tous différents 2 parce que la probabilité qu’il n’en soit pas ainsi est nulle.

Herest & dire, en clair, que 1'on suppose que 1’échantillon a été tiré suivant la loi 4(0, 1).

12En fait, comme les calculettes ou les ordinateurs ne travaillent qu’avec un nombre fini (trés grand)
de décimales dont tres peu sont affichées, la probabilité d’obtenir deux nombres égaux dans I’échantillon
n’est pas nulle. Si on utilise des échantillons de tres grande taille, cette probabilité peut méme devenir
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Nous allons ci-dessous calculer I'histogramme a partir d’'un échantillon de taille n =
10, 100, 1000, 10000, 50000 et 1000000 ** successivement lorsque l'intervalle [0, 1] est
divisé en 50 classes : [0,0.02], ..., ]0.98, 1].

Ces classes sont notées I;, 7 = 1,...,N dans les formules ci-dessous. [ désigne leur
longueur commune (I = 0.02).

n et N ayant été choisis, on rappelle que I’histogramme correspondant est constant sur
chacune des classes I; ou il vaut

(6) fang = % ; 17, (z;)

(il s’agit de leffectif de la classe I; divisés par le produit nl). L’histogramme est la
fonction de R dans R* définie par

(7) fonN anN] 1[

ou, si 'on n’écrit pas la variable x

N
(8) fan = Z fon s 1.
j=1

En fait, les notations (6), (7) et (8) sont trop imprécises car elles ne montrent pas
que I'histogramme est calculé a partir de I'échantillon (x1,...,2,), autrement dit, qu’il
dépend du hasard. En fait, f,, y(z) aurait da étre noté

n

(9) fan(T1, T ) = Z %(Z 1y,(2:)) 1, ()

j=1 " =1
ou, en utilisant (1),

n

(10) fan(0) = 32 ;l 21, X,(w)))- 11, (2),

autrement dit, en n’écrivant pas la variable w,

N n

(11) | fan(2) :Z le 1,(x) ou fn,NZZ(%lej(Xi))'lfj-

j=1 i=1

grande. Mais on sait aussi que la taille des échantillons que 1'on peut engendrer valablement avec un
générateur donné est limitée, a cause de la périodicité de ce générateur! Il y a la tout une série de
problémes redoutables que nous préférons ignorer.

13Chaque échantillon a été obtenu en ajoutant & 1’échantillon précédent de nouveaux nombres tirés
au hasard suivant la loi U(0,1), c’est & dire calculés par l'instruction “rand” ou “grand” de scilab, en
donnant toujours la méme valeur initiale (“seed”) au générateur.

140n dit que les histogrammes sont des fonctions en escalier.
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On voit bien maintenant le caractere aléatoire des histogrammes.
Remarquons aussi que ce sont des densités de probabilité.

Voici maintenant les graphes des 6 histogrammes annoncés, complétés par le graphe de

f.

0
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 -0.2

Premier graphe : nl = 10 x 0.02 = 0.2. Dans une classe qui contient 1 point, la valeur
de I'histogramme est & = 5. Il y a 10 classes de cette sorte ci-dessus.

Deuxieme graphe : nl = 100 x 0.02 = 2. Il y a des classes contenant 0,1,2,3,4 et 5 points.
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On constate que ces histogrammes se rapprochent de plus
en plus du graphe de f au sens de la convergence uniforme
quand la taille n de I’échantillon grandit. La convergence
semble lente.

Justification des résultats précédents

Etudier la convergence uniforme vers f de la suite des histogrammes ( me, n > 1)
quand n tend vers +oo, N étant fixé, revient a étudier la convergence vers 0 de la suite
des variables aléatoires

(12) dsup(f, frn) = supo<a<i| f(z) — fan(@)],
parce que les fonctions f et fn ~ sont bornées et nulles en dehors de 'intervalle [0, 1].
Pour j = 1,..., N, comme (1 (X)), i > 1) est une suite de variables aléatoires indé-

pendantes '°, ne prenant que les valeurs 1 et 0, avec les probabilités [ et 1 —1 6, d’apres

la loi forte des grands nombres 7,

1 p.s.
1 — N 1,(X) — 1 .
13 i 2 (X0 =1 - 0

J

n N n
. 1 1 .
Comme dsup(f, fo,n) = Sup |ﬁ Z 1,(X;) -1 < Z ‘H Z 1;,(X;)—1], la suite ma-
=L i=1 =1 e
jorante converge vers 0 presque siirement, donc

p.S.

(14) dsup(fa ]En,N) — 0,

n—-4oo

5parce que les variables aléatoires X;, i > 1 sont indépendantes
16Elles suivent donc la méme loi de Bernoulli.
17Si (X,,, n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi dont I’espérance
m existe,
X1++Xn p.s.

n n—-+oo
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ce qu’il fallait démontrer. Les résultats précédents auraient été conservés si nous avions
choisi un partage quelconque de [0, 1] en classes fixes, la démonstration restant inchangée.
Nous en déduirons pratiquement que, quel que soit 1’échantillon (z,, n > 1), la suite des
histogrammes converge uniformément vers la densité de la loi ¢(0, 1), a savoir 1 ). Par
contre, on ne peut rien dire sur la vitesse de convergence, qui semble lente. De toute
fagon, on ne peut espérer que des résultats du genre :

si la taille de I’échantillon est assez grande, la distance
dsup(f, fn.v) devient plus petite que tant, avec au moins telle
probabilité.

Rappelons encore une fois que l'intérét de ces considérations est uniquement explora-
toire : il n’y a pas ici de probleme d’estimation de la densité f parce que f est connue.

3.2 Histogrammes de la loi N(0,1)

Nous supposons maintenant que ’ensemble F des densités possibles est réduit a la

densité f(x) = \/%7 exp (—%) de la loi normale centrée réduite '®, toujours dans un but
exploratoire, le cas précédemment étudié de la loi U[0, 1], trop simple, masquant les
problemes de convergence des histogrammes.
Nous utilisons donc dans cette division des échantillons de N (0, 1) et tragons le graphe
de I’histogramme ainsi que le graphe de la densité de cette loi en donnant successivement
a la taille de I’échantillon les valeurs 10, 100, 1000, 10000 et 100000, I’histogramme étant
construit sur 'intervalle [—4, 4] partagé en [—4, —2], | — 2,0], ]0, 1], |1, 3] et ]3,4] dans le
premier cas, en 20 intervalles de méme longueur dans le second.

Premier partage de [—4, 4]

1.0 1.0

0.9 o 09+

0.8 o 0.8 -

0.7 o 0.7+

0.6 0.6 -

05+ 0.5+

0.4 04
0.3 \ 0.3 -

0.2 4 0.2+

0.1+ 0.1+

18c’est & dire que nous supposons que I’échantillon a été tiré suivant la loi N'(0,1).
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On constate qu’il n’y a apparemment aucun espoir que I'histogramme converge vers
f. En fait, les deux suites d’histogrammes semblent avoir une limite qui est une fonction
en escalier. Effectivement, il est facile de démontrer, de nouveau a I’aide de la loi forte
des grands nombres, que I'histogramme converge uniformément sur [—4 , 4], au sens de
la convergence presque stire, vers la fonction en escalier

N
a,
e p(a) =Y 71 (@)
j=1

ou (Iy,...,Iy) désigne le partage en classes de lintervalle [—4,4] et ou, pour j
1,..., N, o désigne la probabilité pour qu'une variable aléatoire X suivant la loi A/(0, 1)
prenne ses valeurs dans 'intervalle I;, dont la longueur est notée [;, soit

1 x?
Vied{l,...,N}, «a;,=P(X €l :/ cexp(——
je€d } J ( J) Ij\/% p( 9

On remarquera ' que ¢ n’est pas une densité de probabilité, son intégrale valant

) dz.

Y a;=P(X e[-4,4)) <1

190n a un peu oublié, dans cette partie, que 1'on désirait étudier la convergence de I’histogramme
vers f sur R et non sur [—4, 4]!
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3.3 Un résultat théorique sur la convergence des histogrammes

Suivant le programme annoncé, nous allons simuler suivant une loi de densité connue
des échantillons de taille de plus en plus grande, calculer les histogrammes correspon-
dants et voir si les suites d’histogrammes obtenues semblent converger ou non vers cette
densité. Nous avons choisi de tirer les échantillons suivant la loi du x? & 4 degrés de
liberté (ddl). Rappelons pour cela que la loi du x? & N degrés de liberté (ddl) est la loi
de densité

6_%- {L‘%_l +o00 .
T —x—— 1jg yoof(®), ol Va >0, I'(a)= / e Tz dx,
0

ARG

dont voici le graphe, dans le cas N = 4.

0.1939
0.1745 ;
0.1551 ;
0.1357 ;
0.1163 ;
0.0969 ;
0.0776 ;
0.0582 ;
0.0388 ;

0.0194

00000 +——F—F+—F—+—F——F——F——7—— 17—
000 154 307 461 614 768 922 1075 1229 1382 1536

Cette densité a pour dérivée a droite a l'origine le nombre i, ce qui n’apparait pas sur
le graphe parce que le repére n’est pas orthonormé. On en déduit facilement qu’elle est
uniformément continue sur R, ce qui n’est pas le cas de la densité de la loi du x? & 3
ddl, dont la dérivée a droite a l'origine est +oo, voir plus loin. Nous allons repréciser
la définition des histogrammes utilisés, qui seront tous des densités de probabilité. Ils
seront construits sur les partitions de R de la forme

(15) (Jkhn , (k+ 1)hy); k € Z)
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ol h, est un réel > 0 que nous appellerons largeur de classe ?°. L’effectif de I’échantillon
(x1,...,,) dans U'intervalle |kh,, , (k + 1)h,] sera

> L, erryn (25)-
j=1

Par définition, la valeur de 'histogramme, noté H,, dans D'intervalle |khy, , (kK + 1)h,]
sera

1 n
o > L, (errynn (7))
(L

si bien que la valeur de H,, en un point quelconque x sera

n

. 1
(16) Hp(z) = Z( > L, (k-‘rl)hn](xj)) Lh, , (et 1)) (2)-

nh
keZ n

j=1

Compte tenu de (1), si on veut faire apparaitre ’échantillon théorique, on écrira

. 1 —
(17) () = 37 (== 3 Dt el (K5(9)) ) L 1) (2)
j=1

nh
keZ n

ou, si on veut faire apparaitre H,(z) comme une variable aléatoire

. ] —
(18) Hy(z) = Z( > 1]khn,(k+1)hn}(Xj)) Lh,, , (k+1)ha) (T)-
1

nh
keZ noj=

Remarquons que les formules ci-dessus ne font intervenir que des sommes d’au plus
n termes et non des séries. En effet, il y a au plus n intervalles de la partition (15)
qui contiennent au moins un point de ’échantillon (x1,...,z,). Les autres intervalles
n’interviennent pas dans la sommation. En dehors de ces intervalles, f]n(x) vaut donc
0. Plus précisément 2!,

—Uu

khy, <u < (k+1)h, <= k;:—[h—]—l
si bien que si 'on pose
(19) an, =min(xy, ..., T,) et B, =max(ry,...,x,)
ainsi que
—Qp _ﬁn
2 kn, = — -1 et K,=-— -1,
20 T2-1 e 7

29De nouveau, nous simplifions. En fait, les classes d’une méme partition n’ont pas besoin d’avoir
toutes la méme longueur.
2Dans I’égalité qui suit, [ ] désigne la fonction partie entiere.

183



I'égalité (16) (et de méme les égalités (17) et (18)) s’écrit

K n
N 1 -
(21) Hy(zr)=— ) (j{::Hkhn,(k+1ﬂhJ(xj)>]ﬂkmqik+1ﬂhJ(x)'

nh
" k=k, j=1

Premiere suite de simulations

Nous laissons constante et égale a 0.5 la largeur de classe, notée provisoirement A au
lieu de h,,. La taille n de I’échantillon prend successivement les valeurs 5, 10, 100, 1000,
10000 et 100000.

09 05
08 —
04 - -
07+
06 4
03
05
04+ = =
02 — —
03+
024
01
01
T T T T T T o T T T T T
1 1 3 5 7 9 1 13 15 17 -1 1 3 5 7 9 11 13 15 17
0.28 024
0.24
020
0.20 — N
L - 0.6 | \
0.16 By x
— 012 .|
012 HYT
0.08
0.08
0.04 |
0.04 —
T T T T {_‘ ﬂ 0 T T H T
1 1 3 5 7 9 1 13 15 17 1 3 7 11 15 19 23
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0.20 4 0.20 4
AN

/T, N

016 4 N 016 4 N

012 4 0.12 4

0.08 4 0.08 4

0.04 4 0.04

Notre conclusion sera que

la suite des histogrammes a largeur de classe
constante ne semble pas converger.

En fait, on démontrerait facilement, a l'aide de la loi forte des grands nombres comme
précédemment, que les histogrammes convergent dans ce cas vers la fonction qui est
constante sur chaque intervalle de la forme |kh, (k + 1)h] ou elle vaut

1

7 P(kh < X < (k+1)h),
X désignant une variable aléatoire qui suit la loi du x? & 4 ddl. II est donc établi qu’il
n’y a pas convergence dans ce cas.

Deuxieme série de simulations

Nous reprenons maintenant les simulations précédentes en définissant la largeur de classe
par h, = % Les choses étant claires dans ce cas ou la convergence vers 0 de la largeur
de classe est assez rapide 22, nous avons donné & la taille n de ’échantillon seulement les
valeurs 5, 10, 100 et 1000.

22Une convergence vers 0 en % n’est pas tres rapide : penser par exemple a la vitesse de convergence
de exp (—n). Mais on va voir que c’est déja trop rapide!
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1.2 12

1.0 o 0 nm n 10

0.8 o 0.8 -

0.6 4 0.6 4

0.4 o 0.4 -

0.2 o 0.2+

24 32

204

1.6

1.2 4 16 o

0.8 o

0.4 o

15 19

Le produit nh, valant 1, les valeurs des histogrammes seront exactement les effectifs
des classes. Dans le dernier graphique, par exemple, ’histogramme ne prend que les
valeurs 0, 1, 2 ou 3. Bien entendu, une suite de fonctions a valeurs entieres ne peut
converger uniformément vers la densité de la loi du x? a 4 ddl.

23

Il n’y a donc pas convergence dans ce cas et cela
semble bien da au fait que les classes sont trop
étroites, c’est a dire au fait que la largeur de
classe tend trop vite vers 0.

Troisiéme série de simulations

Nous posons pour terminer h, =
95, 10, 100, 1000, 10000 et 100000.

—L__ 23 ot donnons & n successivement les valeurs
log log (n)

2311 s’agit d'une suite convergeant trés lentement vers 0.
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0.32 o 0.28 -
0.28 ]
0.24 4
0.24
0.20 o
0.20
0.16 4
0.16 o
0.12 |
0.12
0.08
0.08
0.04 0.04
\ o
o T T T T T T T T o T T T T T T T T
-1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 -1 1 3 5 7 9 1 13 15 17
0.40 0.24
0.36 4
0.20 o
0.32 4
—N
0.28 4
0.16 o K
0.24 [
020 012 - _
0.16 4
0.08
0.12 4
0.08 4
0.04
0.04 4
o T T T T T T T T [ o T T T H T
-1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 -1 3 7 11 15 19 23
0.24 0.24
0.20 0.20 o
A %c\
0.16 M *sK 0.16 - ]l \\
0.12 o 0.12 o
0.08 0.08
0.04 - 0.04 |
T T T T T 0 T T T T T T T
-1 3 7 1 15 19 23 -1 3 7 1 15 19 23 27 ki

Cette fois, il semble bien y avoir convergence uniforme des
histogrammes vers la densité de la loi du x? a 4 ddl, de
maniere assez lente.

En fait, c’est exact, la convergence vers 0 de la largeur de classe se faisant suffisam-
ment lentement, d’apres le théoreme suivant :

Théoréme 3.1 Pour tout échantillon théorique (X, n > 1) suivant une loi inconnue
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de densité [ uniformément continue sur R ?*, la suite des histogrammes (H,, n > 1)
définis par (18) converge presque surement au sens de la convergence uniforme, c’est

dire que
N p.s.
(22) dsup(Hp , f) —— 0
n—-+4oo
st et seulement si
1
(23) hy ——0 et —2" 0. O
n—-+oo n- hn n—-+oo

4 Estimateurs a noyau

4.1 Définition des estimateurs a noyau

Supposons que ’on ne dispose que d’un échantillon observé de taille 1, soit (x;) (sous
I'hypothese qu’il provient d'une loi a densité f inconnue). Si K désigne une densité de
probabilité qui a un maximum en 0, la fonction

r— K(x —xy),

qui est encore une densité de probabilité, admet un maximum en x;. Comme il est
raisonnable de penser que la densité inconnue f prend de grandes valeurs (c’est a dire
des valeurs voisines de son maximum %) au voisinage de z; puisque x; a été tiré au hasard
suivant la loi de densité f, on pourra décider de choisir x — K (x—x;) comme estimateur
de f. En effet, la loi de densité = — K(z — x;) a au moins la propriété de rendre les
plus probables les valeurs autour de z;. Cette raison n’est pas tres convaincante, mais
il ne faut pas oublier que pour choisir cet estimateur de f, on n’a pratiquement pas
d’information !

On peut de plus donner de la souplesse a I'estimateur en lui adjoignant un parametre
supplémentaire h > 0 qui s’appelle la largeur de la fenétre et en choisissant comme
nouvel estimateur de f la fonction un peu plus sophistiquée suivante, qui est toujours
une densité de probabilité 26 :

1 T — T

Le choix de h permet d’accorder plus ou moins d’importance a l'observation : en effet,
plus h est petit, plus le maximum de l'estimateur (24) est grand. On verra sur des

24La classe F des densités possibles est donc la classe des densités uniformément continues sur R.
Toute densité uniformément continue sur R est bornée et tend vers 0 a Uinfini.

25si maximum il y a, s’il est unique, etc : ces imprécisions sont sans importance puisqu’il s’agit
seulement de montrer comment est née une théorie

26Si U est une variable aléatoire qui suit la loi de densité K, la variable aléatoire V = hU + 2 suit

1 _
la loi de densité = +— EK(x thl ).
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simulations que le choix de h va se révéler primordial.

On peut alors continuer dans cet esprit : si I’échantillon observé est de taille 2, soit
(x1,2), et comme l'on n’a aucune raison d’accorder plus d’importance a x; qu’a xs, on
choisira comme estimateur de f la fonction

1 T — 21 T — Xy
v o (K2 4 (T2T),
et plus généralement, on associera a ’échantillon observé (xy,...,x,), de taille n, I'esti-
mateur
A 1 T — X T — T,
25 n(x) = (K K ,
(25) 2 Fuw) = e (B o K ()

qui est encore une densité de probabilité ?7. La formule (25) permet de surcroit de faire
varier la largeur de la fenétre avec n, parce qu’elle a été notée h,, et non h. Finalement,
compte tenu de (1), autrement dit en faisant apparaitre I’échantillon théorique, on peut
I'écrire, au lieu de (25), sous la forme

1

(26) v fule) = - (g(E20)

) T K (),

ou, si l'on indique pas la variable w,

1

27) v ful) = —— (K (22

0 )+ K " ).

(25) 2 est appelé estimateur a noyau de la densité inconnue f. On voit qu’il dépend
uniquement des choix du noyau K et de la largeur de la fenétre h,, et qu’il se calcule
a partir de Iéchantillon observé (xy,...,z,) (tandis que (27) se calcule a partir de
I’échantillon théorique).

4.2 Convergence des estimateurs a noyau gaussien

Nous allons commencer par simuler des estimateurs a noyau lorsque K est le noyau
gaussien, c’est a dire la densité de la loi N(0, 1), soit

1 x?

exp (-2

(28) r e K(z) =

9

Il en résulte que les estimateurs de ce type sont des densités
de mélanges de lois gaussiennes.

Nous regarderons comment ces estimateurs se comportent quand la taille de I’échantillon

2Tparce que cet estimateur de f est la moyenne arithmétique de n densités de probabilité.
28
ou (27)



grandit (successivement n = 5, 10, 100, 1000, 10000, 100000) et essaierons d’en tirer des
conclusions.

Nous commencerons par laisser constante la fenétre h, de
P’estimateur a noyau, puis nous la ferons décroitre vers 0
assez rapidement ; enfin, nous la ferons décroitre vers 0 a
vitesse intermédiaire.

Comme pour ’histogramme, nous utiliserons un échantillon dont la loi est connue, afin
de pouvoir porter un jugement sur la convergence des estimateurs (25) considérés. Nous
avons choisi la loi du x? & 4 ddl.

Chaque dessin ci-dessous est composé du graphe de l'estimateur considéré et du graphe
de cette densité.

Estimateurs a largeur de fenétre fixée

Les estimateurs ci-dessous sont calculés lorsque K est le noyau gaussien, h = 1, n valant
successivement 5, 10, 100, 1000, 10000, 100000.

02720 0.2036
02448 | 0.1832
02176 | 0.1629
0.1904 | 0.1425
01632 | 01222
01360 | 0.1018
01088 | 0.0814 -
00816 | 0.0611
00544 | 0.0407
00272 :’nzyl
0.000 T T T T T T T T T 1 G T T T T T T T T T 1
-053 106 265 424 58 741 900 1059 1218 1377 1536 -187 -015 158 330 502 675 847 1019 11981 1364 1536
01939 01938
01745 | 01745
01551 | 0.1551
01357 | 01357
01163 | 0.1163
0.0969 | 0.0969 |
00775 | 00775
00582 | 0.0582
00388 00388
00194 00194

r 9 T T T T 1 & T T T T T T T T T 1
-286 -065 156 3.77 5.98 819 1040 1261 1482 17.03  19.24 -297 -039 218 4.75 7.32 989 1247 1504 17.61 2018  22.75
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0.1939 0.1936
01745 | 0.1742 -
0.1551 | 0.1548
01357 | 0.1355 -
0.1163 - 0.1161 o
0.0969 — 0.0968 —
0.0775 | 0.0774 -
0.0582 0.0581 -
0.0388 0.0387

0.0194 — 0.0194/ -

r 607 T T T T T T T T 1 predae— T T T T T T T T 1
-3.04 -0.34 237 5.07 7.78 10.48 13.19 15.89 18.60 21.30 24.01 -3.06 0.33 3.73 7.13 10.53 13.93 17.32 20.72 24.12 27.52 30.92

Ces essais conduisent a la conclusion suivante :

Les estimateurs considérés, dont la largeur de fenétre est
constante, ne semblent pas appartenir a une suite d’esti-
mateurs convergeant uniformément vers la densité de la
loi du y? & 4 ddl.

Estimateurs a largeur de fenétre décroissant rapidement

La seule modification par rapport a l’étude précédente est que l'on pose maintenant
h, = %, les échantillons et les autres choix demeurant inchangés.

0.718 - 0.4407
0.646 — 0.3966 —
0575 | 0.3525 -
0.503 0.3085 -
0.431 0.2644 —
0.359 0.2203
0.287 0.1763
0.215 0.1322 4
0.144 < 0.0881
0.072 4 0.0441
0.00¢ T T T \‘/ T T T T T 1 0.0000 T T T T T T T T T i
-0.50 1.09 267 4.26 5.84 7.43 9.02 10.60 12.19 13.77 15.36 -0.50 1.09 267 4.26 5.84 7.43 9.02 10.60 12.19 13.77 15.36
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1.233 4 0.920

1.110 0.828

0.987 - 0.736

0.863 - 0.644 —

0.740 - 0.552

0.617 - 0.460 —

0.493 - 0.368
0.276

0.184

0.092 l' ‘
!
0.000— NI

{1
“M‘ H\‘I\‘Hﬂ\‘WI“‘wuum‘ L.

L
T T T 1
-050 122 294 466 637 809 981 1153 1325 1497 1669 -050 157 364 570 777 984 1181 1398 1604 1811 2018

1.10 0.6294
0.99 4 0.5664 —
0.88 4 0.5035 —
0.77 4 0.4405
0.66 4 0.3776 -
0.55 o 0.3147

0.44 o 0.2517

0.33 4 0.1888 -

0.22 4 0.1259 -

0.1 0.0629 —

|
e
|M\‘ “‘“\m. ‘M Iy g | ‘\‘ . : : ‘ 0.0000 ‘ : :

T T T T T T 1
-0.50 169 3.89 6.08 8.27 10.47 12.66 14.85 17.05 19.24 21.43 -0.50 2.38 5.27 8.15 11.04 13.92 16.80 19.69 22.57 25.46 28.34

=

Notons que 'on cumule ici toutes les difficultés des calculs précédents, par exemple :

1 - notre générateur de nombres au hasard est-il un bon générateur de la loi du x? a 4

ddl?

2 - quelle est I'influence sur les résultats des erreurs dues a la représentation des nombres
et aux calculs approchés par les ordinateurs ?

3 - le 6™ graphique est tres différent des précédents parce que, contraint d’économiser
du temps de calcul et de 'espace mémoire, on a calculé 101 points du graphe de I'es-
timateur au lieu de 2001 comme dans les 5 graphiques précédents 2°. 1l est clair que
le nombre de points calculés pour le dernier graphe est trop petit. Il en résulte que ce
graphe parait beaucoup moins chaotique que les graphes 3, 4, 5. En fait, il ne ressemble

pas du tout au vrai graphe de I'estimateur *.

Tous ces graphes, qui représentent des densités de mélanges gaussiens, ont un aspect

chaotique parce qu’il s’agit de lois gaussiennes d’écart-type % Par exemple, pour n =

290n sait que pour tracer le graphe d'une fonction, scilab - pour 'option choisie dans ce papier-
calcule un certain nombre de points de ce graphe et les rejoint ensuite par des segments, si bien que
tous les graphes scilab sont en fait des lignes polygonales, ce qui ne se voit pas si suffisamment de points
ont été calculés.

3011 aurait été plus adroit d’augmenter le nombre de points calculés avec la taille de I’échantillon
observé. On voit ainsi qu’une question qui parait secondaire est en fait trés importante.
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10000, il s’agit de lois gaussiennes dont 99% de la probabilité est concentrée sur un in-
tervalle de longueur inférieure & 5,152.107%. Pratiquement, le graphe d'une telle densité
se réduit a l'axe des abscisses et a un segment vertical. Nous en déduirons que

Ces estimateurs ne semblent pas appartenir a une suite

convergeant vers f.

Estimateurs a largeur de fenétre décroissant convenablement

1

Nous recommencons une nouvelle fois I’étude ci-dessus en posant h,, = —=——-

0.1939 4

0.1745

0.1551

0.1358 -

0.1164

0.0970 -

0.0776 -

0.0582 —

0.0388

0.0194

0000

f 5 T
-3.37 -1.50 0.38

0.1961
0.1765
0.1569 —
0.1373 -
0.1176
0.0980 —
0.0784 -

0.0588 —

0.0392
0.0196/
o

T T T T 1
225 412 6.00 7.87 9.74 1161 13.49 15.36

[N T
-1.97 0.06 2.09

T T T T T T 1
412 6.15 8.19 10.22 12.25 14.28 16.32 18.35
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0.1939 o
0.1745
0.1551
0.1358
0.1164
0.0970
0.0776
0.0582 -
0.0388

0.0194/ 4

f T T T 1
-2.38 -0.61 117 294 471 6.49 8.26 10.04 1181 13.59 15.36

0.1939 o
0.1745
0.1551
0.1357
0.1163 o
0.0969 —
0.0776
0.0582 —
0.0388 -

0.0194

T T T T 1
-1.72 0.60 292 5.25 7.57 9.89 12.22 14.54 16.86 19.19 2151



0.1939 0.1938 4
01745 | 0.1744 |
0.1551 | 0.1550 |
01357 | 0.1357 |
0.1163 - 0.1163 -
0.0969 — 0.0969 —
0.0775 | 0.0775 |
0.0582 — 0.0581 —
0.0388 0.0388
0. Dijl/z O.Uli:/
0.9 T T T T T T T T T 1 0.00f T T T T T T T T T 1
-1.63 0.80 3.22 5.64 8.06 10.48 1291 15.33 17.75 20.17 22.59 -1.54 1.55 4.65 7.74 10.83 13.93 17.02 20.11 23.21 26.30 29.40

On peut conclure cette fois que

Ces estimateurs semblent appartenir a une suite conver-
geant vers f assez lentement.

4.3 Convergence des estimateurs de la fenétre mobile

Nous allons reprendre 1’étude de la division précédente en remplacant le noyau gaus-
sien par un noyau appelé noyau de la fenétre mobile, encore noté K 3! et défini par

272

Les estimateurs de la densité construits a partir du noyau de la fenétre mobile s’appellent
estimateurs de la fenétre mobile.

Dans ce qui suit, nous simulons des estimateurs de la fenétre mobile calculés sur des
échantillons de la loi du x? & 4 ddl, de taille égale successivement & 5, 10, 100, 1000,
10000, 100000 lorsque la largeur de la fenétre reste constante, puis décroit rapidement
vers 0 et enfin décroit vers 0 suffisamment lentement, les autres éléments de ces 3 séries
de simulations demeurant inchangés. Tous les estimateurs de la fenétre mobile sont
des densités de probabilité puisque le noyau K = 17% 4 est lui-méme une densité de
probabilité.

Chaque dessin ci-dessous est composé du graphe de l'estimateur considéré et du graphe
de la densité f de la loi du x? a 4 ddl.

Estimateurs a largeur de fenétre fixée

Les estimateurs de la fenétre mobile ci-dessous sont calculés lorsque h = 1, n valant
successivement 5, 10, 100, 1000, 10000, 100000.

31K est la densité de la loi uniforme sur Uintervalle [—1 , 1].
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0.610 o 0.310 4
0.549 0.279
0.488 — 0.248
0.427 0.217
0.366 — 0.186 — 1
0.305 0.155 —
0.244 0.124 -
0.183 0.093
0.122 0.062 —
0.061 0.031
0.00¢ T T T T T T T T T 1 0.00 T T T T T T T T T i
-0.50 1.09 2.67 4.26 5.84 7.43 9.02 10.60 12.19 13.77 15.36 -0.50 1.09 267 4.26 5.84 7.43 9.02 10.60 12.19 13.77 15.36
0.260 — 0.2020 —
0.234 0.1818 +
0.208 — 0.1616
0182 -| 0.1414 |
0.156 — 0.1212 +
0.130 0.1010 +
0.104 — 0.0808
0.078 0.0606 —
0.052 — 0.0404 —
0. 026; 0.0ZO?j
0.0pe T T T T T T T T T 1 0.00¢/ T T T T T T T T T 1
-0.79 1.01 2.80 4.60 6.39 8.19 9.98 11.78 13.57 15.37 17.16 -0.89 127 3.42 5.58 7.74 9.89 12.05 14.21 16.36 18.52 20.68
0.1939 o 0.1939 o
0.1745 | 0.1745 |
0.1551 o 0.1551 o
0.1357 o 0.1358 o
0.1164 o 0.1164 o
0.0970 o 0.0970 +
0.0776 0.0776 o
0.0582 — 0.0582
0.0388 0.0388 —
0.01947 o 0194j
0.00¢ T T T T T T T T T 1 0.000¢ T T T T T T T T T 1
-097 132 361 590 819 1048 1277 1506 17.35 1064 2193 -099 200 498 796 1094 1393 1691 1080 2288 2586 2884

Ces essais conduisent a la méme conclusion que lorsque le
noyau est gaussien (observer le voisinage de 0).

Estimateurs a largeur de fenétre décroissant rapidement

La seule modification par rapport a l’étude précédente est que l'on pose maintenant
h, = %, les échantillons et les autres choix demeurant inchangés. Nous n’avons pas
utilisé les échantillons de taille 10000 et 100000, faute de pouvoir calculer un nombre
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suffisant de points du graphe qui donne un tracé significatif.

1.010 4 - — - 1.010 4

0.909 | 0.909

0.808 | 0.808 |

0.707 0.707

0.606 | 0.606 |

0505 | 0505 |

0.404 0.404

0.303 0303

0.202 0.202

| A

0.101 \ 0.101 \

0.00¢ T T T T T T T 1 0.00¢ T T T T T T T T J
-050 100 267 426 584 743 902 1060 1219 1377 1536 -050 109 267 426 584 743 902 1060 1219 1377 1536

3.010 4 2010

2.709 1.809

2.408 1.608

2107 1.407

1.806 1.206

1.505 1.005

1.204 0.804

0.903 0.603

0.602 0.402

0301 - 0.201

0.00g—4 T T T T T 1 0.00( - T T T T T T 1
-050 122 293 465 637 808  0.80 1152 1323 1495 1667 -050 157 364 570 777 984 1191 1398 1604 1811 2018

Comme dans le cas analogue précédent, ces estimateurs
de la densité ne prennent que des valeurs entieres. Ils ne
peuvent donc pas converger uniformément vers f.

Estimateurs a largeur de fenétre décroissant convenablement

Nous recommencons une nouvelle fois 1’étude ci-dessus en posant maintenant h, =
1
log(logn)
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0.3907 4

0.3516 -

0.3126 -

0.2735 -

0.2344 -

0.1954

0.1563 -

0.1172

T T T
-0.50 1.09 267 4.26 5.84 7.43 9.02 10.60 12.19 13.77

0.2543

1
15.36

T T T T T T T T T
-0.61 115 291 4.67 6.43 8.19 9.95 1171 13.47 15.23

0.2012 4
0.1811
0.1609
0.1408 +
0.1207 +
0.1006 —
0.0805
0.0604 —
0.0402 +

0.0201

0.000¢ T

0.2289
0.2035
0.1780
0.1526
0.1272
0.1017
0.0763
0.0509
0.0254
0.000p [

1
16.99

T T T T T T T T
-069 154 3.78 6.01 825 1048 1272 1495 1719  19.42

On peut conclure finalement que

1
21.66

0.3436

0.3093

0.2749

0.2405

0.2062 -

0.1718

0.1374

0.1031 o

0.0687 —

0.0344

0.000¢

0.2071
0.1864 —
0.1657 |
0.1450
0.1243 -
0.1036 -
0.0829 -

0.0621 -

T T T 1
1.09 267 4.26 5.84 7.43 9.02 10.60 12.19 13.77 15.36

0.1947 o

0.1752 o

0.1557 o

0.1363 o

0.1168 o

0.0973

0.0779 +

0.0584

0.0389

0.0195

T T T T 1
1.46 357 5.68 7.79 9.89 12.00 14.11 16.22 18.33 20.44

T T T T T T 1
2.23 5.16 808  11.00 1393 1685 1977 2270 2562 2855

Les estimateurs de la fenétre mobile et a noyau gaussien
se comportent de la méme maniere vis a vis de la conver-
gence uniforme vers f quand la largeur de la fenétre reste
constante ou décroit vers 0 en
qu’il n’y ait convergence que dans le dernier cas.

lou en
n

1
Tog(log )" I1 semble
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Il y a de bonnes raisons a cela que nous allons maintenant exposer.

4.4 Un résultat théorique sur la convergence des estimateurs
a noyau

Appelons noyau de Geffroy 3 toute densité de probabilité bornée K dont ’ensemble

des points de discontinuité est de mesure de Lebesgue nulle 3 et telle que 'application

(30) z—sup (|K(u)|;z—1<u<x+1)

soit intégrable sur R (toujours par rapport a la mesure de Lebesgue ou pour I'intégrale
de Riemann impropre). Alors (cf. [1], p. 65),

Théoréme 4.1 Pour tout échantillon théorique (X, n > 1) suivant une loi inconnue
de densité f uniformément continue sur R, la suite (fn, n > 1) des estimateurs d noyau
de Geffroy K définis par (27) converge presque siurement au sens de la convergence
uniforme, c’est a dire que

p.s.

(31) dup(fo+ 1) ——0
st et seulement si
1
(32) hy ——0 et 21 o O
n—-+o0o mn- h/n n—-+oo

Il est facile de vérifier que le noyau gaussien et le noyau de la fenétre mobile sont
des noyaux de Geffroy. De plus, la densité de la loi du x? & 4 ddl est uniformément
continue sur R. Par conséquent, le théoreme 4.1 s’applique et ce qui était suggéré par
les simulations ci-dessus est vrai :

Il n’y a convergence uniforme presque siire que dans le cas
ou h, tend vers 0 a vitesse intermédiaire.

Notons aussi qu’il est tout a fait remarquable d’obtenir pour la largeur de classe
dans le cas des histogrammes et pour la largeur de fenétre dans le cas des estimateurs a
noyau de Geffroy exactement la méme condition nécessaire et suffisante de convergence
uniforme presque stre.

32 Jean Geffroy, ancien professeur & 1'Université Pierre et Marie Curie, maintenant retraité, a eu plus
d’une centaine d’éleves dont le rédacteur de ce papier, qui rend ici hommage & ses grandes qualités
d’homme, de chercheur et de statisticien.

3311 s’agit des fonctions f de R dans R*, bornées, dont ’ensemble des points de discontinuité peut
étre recouvert, quel que soit € > 0, par une réunion d’intervalles bornés I,, ., n > 1, dont la somme des
longueurs : > o l(I,,) est inférieure & € et dont 'intégrale de Riemann impropre (ou l'intégrale de
Lebesgue) sur R vaut 1.
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5 Estimation avec hypotheses défaillantes

Il est toujours intéressant d’étudier des cas ou le théoreme 4.1 ne s’applique pas et
ou les suites d’estimateurs a noyau peuvent ne pas converger.

5.1 Cas d’une densité a estimer non uniformément continue

Nous recommencons une nouvelle fois I’étude ci-dessus lorsque K est le noyau gaus-

sien, lorsque h,, = m décroit convenablement vers 0 34, lorsque la taille n de 1’échan-

tillon prend successivement les valeurs 5, 10, 100, 1000, 10000, 100000 et enfin lorsque
I’échantillon est tiré suivant la loi du x? & 3 ddl. Le graphe de la densité de cette loi

0.2420
0.2178 ;
0.1936 ;
0.1694 ;
0.1452 ;
0.1210 ;
0.0968 ;
0.0726 —
0.0484 ;

0.0242 —

ogeeo0t—14—-—r—F7+F—r—F— 71—
-1.00 048 197 345 494 642 790 939 1087 1235 13.84

a une demi-tangente a droite en 0 qui est verticale. Il en résulte que la densité de la loi

du x? & 3 ddl n’est pas uniformément continue sur R, ce qui fait que le théoréme 4.1 ne
s’applique pas. Voyons comment se comportent dans ce cas les estimateurs de la densité.

34T ’adverbe convenablement fait évidemment référence au théoreme 4.1.
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0.2417 — 0.2417 —

0.2175 0.2175
0.1934 - 0.1934 -
0.1692 — 0.1692 -
0.1450 0.1450
0.1209 - 0.1209 -
0.0967 — 0.0967 —

f T T T 1 T T 1
-4.28 -2.52 -0.76 1.00 277 453 6.29 8.05 9.81 11.58 13.34 1.92 3.55 5.18 6.81 8.44 10.07 171 13.34

0.2437 4 0.2419
0.2194 - 0.2178 o
0.1950 - 0.1936
0.1706 — 0.1694 —
0.1462 - 0.1452
0.1219 - 0.1210
0.0975 - 0.0968

T T 1 T T T 1
123 2.86 4.50 6.13 7.76 9.40 11.03 12.67 14.30 1.96 3.85 5.73 7.61 9.49 1137 13.25 15.13 17.01

0.2419 02417

0.2177 02176

0.1936 | 01934 -

0.1694 | 0.1692

0.1452 0.1450

0.1210 0.1209

0.0968 0.0967

00726 00725

0.0484 0.0483

0.0242/ 00242

of T T T T T T T T T 1 0.0¢ T T T T T T T T T 1
-166 055 276 497 748 939 1160 1381 1602 1823 2044 -155 126 407 688 969 1250 1530 1811 2082 2373 2654

On peut conclure cette fois que

Ces estimateurs semblent appartenir a une suite ne conver-
geant pas vers f, puisqu’il y a manifestement un probléeme
de convergence au voisinage de 0, a moins qu’il s’agisse
d’une convergence extrémement lente.
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5.2 Cas de l’estimation d’une densité discontinue

Nous partons maintenant d’'un échantillon de la loi U(a,b), ot a = —3 et b = 5.
Le théoreme 4.1 ne s’applique pas ici parce que la densité a estimer a 2 points de
discontinuité, a savoir -3 et 5. Les autres caractéristiques des simulations sont inchangées.

0.1826 0.2204
0.1643 0.1984 -
0.1461 0.1764
0.1278 4 0.1543 -
0.1323

-8, ‘41 -6. ‘53 -4, ‘65 -2, ‘77 -0. EE 1 (‘)0 2 éS 4. ;7 6. é5 8. éS 10.‘41 *6.‘09 *4.‘67 *3.‘25 *1.‘84 *0742 1 60 2 4“2 3.8‘4 5. 2‘5 6. 6‘7 8. 69
0.1597 — 0.1606 —
0.1437 | 01445 |
01118 | 01124 |
0.0958 — 0.0963 —
0.0798 + 0.0803 —
0.0639 0.0642 —
0.0479 + 0.0482 —
0.0319 + 0.0321
0.0160 0.0161 —
T T T 7660007 T T T T T 1 7 T T T-6-0006 T T T T T |
-4.69 -3.55 -2.41 -127 -0.14 1.00 2.14 3.27 441 5.55 6.69 -4.33 -3.27 -2.20 -113 -0.07 1.00 207 313 4.20 5.27 6.33
0.1482 o 0.1460 o
0.1334 o 0.1314 o
0.1185 o 0.1168
0.1037 o 0.1022 +
0.0889 0.0876
0.0741 + 0.0730 o
0.0593 + 0.0584 —
0.0445 + 0.0438 +
0.0296 — 0.0292 +
0.0148 | 0.0146 |
f T T T T T T T T 1 f T T T T T T T T |
-416 -313 -210 -106 -003 100 203 306 410 513 616 -405 -304 -203 -102 001 100 201 302 403 504 605

Il est clair cette fois que
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Il ne peut y avoir convergence uniforme parce que 1’on sait
que toute limite uniforme sur R d’une suite de fonctions
continues est elle-méme une fonction continue sur R. Il
semble y avoir convergence en dehors des points de dis-
continuité.

5.3 Cas de ’estimation de la densité d’une loi mixte

Il s’agit des lois de probabilité qui ont une partie discrete et une partie a densité.
Plus précisément, nous avons engendré des échantillons suivant la loi de probabilité
d’une variable aléatoire X qui prend toutes ses valeurs dans l'intervalle [—3, 5] avec les
probabilités suivantes, deux valeurs « et § (=3 < o < 3 < 5) et deux probabilités m,, et
mg (0 < mgy < mg+mg < 1) étant données : pour tout sous-intervalle [a, b] de [-3, 5],

—Ma—m b b—a)(1—ma—m .
(- s [ s g)() de = Lgﬁ) sia, 8¢ |a,b

(a)izmazms) |y i€ [a,b], B ¢ [a, )

P(X € [a,b]) =

oa)iomems) |y iag [a,b), B € [a,)

(b—a)(1—ma—mg)

L 3 +my +mg sia, € [a,b]

Ce type de loi ne figure dans aucun programme des lycées, mais reste simple 3°. Il y a
bien pire!

Dans les simulations ci-dessous, o = —2.1352769, § = 3.7651438, m, = 0.25 et mg =
0.40125 3%, Nous avons représenté graphiquement cette loi mixte par 2 batons verticaux
d’abscisses a et 3 et de hauteurs m, et mg et par le graphe de la densité de la partie a
densité de cette loi mixte qui est la fonction constante et égale a Pm‘”% sur [—3, 5]
et a 0 ailleurs. Le reste du programme de simulations est inchangé.

35Naturellement, on dira que sa partie discréte est la loi d’une variable aléatoire qui prend seulement

les valeurs o et 3 avec les probabilités —2e— et — 2 __ et que sa partie & densité est la loi uniforme
Mo +mg Mea+mg

sur lintervalle [—3, 5].

36Cet exemple pose de nombreuses questions. Si nous avions choisi des probabilités m, et mg beau-
coup plus petites, 'examen des premiers termes de I’échantillon engendré ne permettrait pas de voir
que les valeurs a et 3 se répetent et par conséquent ne permettrait pas d’exclure une loi purement
a densité. Avec les valeurs assez grandes ici choisies pour m, et mg, on voit que « et plus encore 3
apparaissent souvent (en moyenne /3 apparait 4 fois sur 10 termes de 1’échantillon). On voit donc tout
de suite que la loi de ’échantillon a une composante discrete, mais on n’a pas envie de dire que c’est
une loi discrete parce que il prend trop de valeurs différentes. Pourtant, on peut se tromper : il n’est
pas possible par exemple, méme avec beaucoup de métier, de distinguer sur des échantillons la loi d’une
variable aléatoire prenant comme valeurs tous les nombres rationnels avec des probabilités tres petites
et la loi d’une variable aléatoire a densité.
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0.4213 o
0.3791 4
0.3370
0.2949
0.2527 o
0.2106 -
0.1685 -
0.1264 -

0.0843

o]

06

f T T T 4
-8.41 -6.53 -4.65 =277 -0.88

0.4213 4
0.3791 -
0.3370 -
0.2949 -
0.2527 -
0.2106 -
0.1685 —
0.1264 -

0.0843 -

RO42—

0000

r T T T T
-4.69 -3.55 -2.41 -1.27 -0.14

0.4213
0.3791 -
0.3370 -

0.2949 -

r T T
-416 -313 -210 -1.06 -0.03

Nous dirons seulement qu’ 3”

0.4213

0.3791 -

0.3370 -

0.2949 -

0.2527 -

0.2106 -

0.1685 —

0.1264 -

0.0843 -

N

0:00

r
-6.09

T
-4.67

T
-3.25

T 9
-1.84 -0.42

0.4213 o
0.3791 4
0.3370
0.2949
0.2527 o
0.2106
0.1685 -
0.1264 -

0.0843

06

r
-4.33

T
-3.27

T
-2.20

T T
-1.13 -0.07

0.4532
0.4079 -
0.3625 -
0.3172 o
0.2719 +
0.2266 -
0.1813 -
0.1360 -
0.0906 -

045

r
-4.05

T
-3.04

T
-2.03

T
-1.02  -0.01

37La convergence vers +oo se démontre simplement comme application de la loi forte des grands
nombres : supposons que ’on parte d’un échantillon théorique infini (X,,, n > 1) de la loi d’une variable
aléatoire X qui prend une certaine valeur a avec la probabilité m > 0. Alors la suite ( fn(a), n>1)
des valeurs en a des estimateurs a noyau gaussien construits sur I’échantillon théorique donné tend vers

+00. En effet,
fn(a) =

2

n _
J=1 hn

1

K(

a—X,
hTI,
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Il semble y avoir une estimation correcte non uniforme de
la densité sauf aux points « et § ou la suite des estimateurs
semble tendre vers +oco (avec beaucoup d’imagination).

5.4 Cas d’une loi purement discrete

Nous appliquons enfin I’estimation de la densité par les estimateurs a noyau de Gauss
au cas ou la loi de I’échantillon est la loi de la variable aléatoire 2X — N, X suivant la
loi B(N,p), avec N = 10, p = 0.6. C’est donc un cas purement discret, c’est a dire un
cas otl il n'y a aucune composante a densité 3.

0.2708 — 0.2708 —
0.2437 o 0.2437 o
0.2167 - 0.2167 -
0.1896 - 0.1896 -
0.1625 - 0.1625 -

0.1354 -

r T T T N T 1 r T T T T T 1
-1541 -1233 -9.25 -617 -308 -0.00 3.8 6.17 925 1233 1541 -13.09 -1047 -7.85 -524 -2.62  0.00 2.62 5.24 7.85 1047  13.09

0.2708 4 0.2708
0.2437 - 0.2437 -
0.2167 - 0.2167 -
0.1896 — 0.1896 —
0.1625 -

0.1354 —

r T T T NG 1 r T T T T 1
-11.69 -9.35 -7.01 -4.67 -2.34 0.00 2.34 4.67 7.01 9.35 11.69 -11.33 -9.07 -6.80 -4.53 -2.27 0.00 227 453 6.80 9.07 1133

p.s. o p.s.
D’apres la loi forte des grands nombres, % 2?21 1(x;=q) — m, donc fn(a) ——— + oo dés que
n—-+0o0o n—-+oo

h, — 0.
n—-+o0o
38Ce cas n’est pas raisonnable du point de vue de la pratique statistique, parce que X suivant la loi
B(10,0.6) prendra des valeurs entieres comprises entre 0 et 10, donc I’échantillon sera formé d’entiers

compris entre —N et N. Par conséquent, on pensera immédiatement a une loi discrete!
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0.2708 4 0.2708

0.2437 - 0.2437 -

0.2167 - 0.2167 -

0.1896 —

r T T T T 1 r T T T T 1
-11.16 -8.93 -6.70 -4.46 -2.23 0.00 223 4.46 6.70 8.93 11.16 -11.05 -8.84 -6.63 -4.42 -2.21 0.00 221 4.42 6.63 8.84 11.05

On constate qu’entre les entiers — N, —N+1, ..., N, les estimateurs a noyau semblent
converger vers 0, tres lentement et certainement pas uniformément, ce qui confirme la
convergence vers la densité - nulle - de la partie & densité 3 tandis qu’il y a convergence
vers 400 aux points chargés par la loi dicrete de 1’échantillon, ce qui ne se voit pas, mais
a été démontré précédemment. Nous avons ainsi des convergences tres lentes, ce qui est
aussi intéressant : tout ne se passe pas toujours tres bien en mathématiques.

6 Intérét de ’estimation de la densité

Il n’est pas évident. En effet, au lycée, les densités servent a calculer des probabilités
d’événements et pourraient servir a calculer des espérances mathématiques. Si X est une
variable aléatoire suivant une loi de densité inconnue f, on sait que pour tous couples
de réels a et b tels que a < b, la probabilité p = P(a < X < b) est donnée par la formule
(4). Si on dispose d’'un échantillon (z1,...,z,) de taille n de la loi de X, il sera tres
naturel d’estimer la quantité inconnue p par

(33) P / fulw) da

si 'on utilise, par exemple, 'estimateur de la densité donné par la formule (25). Pour
I’espérance mathématique inconnue m de X, si elle existe, c’est a dire si l'intégrale de
Riemann impropre

(34) m = / :O 2 f(z) do

est absolument convergente (ou si 'intégrale de Lebesgue qui s’écrit de la méme fagon
est finie), on estimera de méme m par

(35) m = / L fo(x) da

— 00

39si I’on convient que la loi de X est une loi mixte dont la partie & densité est nulle, pour se rattacher
au cas précédent !
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en supposant que cette intégrale de Riemann impropre ait un sens. Mais en fait, on
n’utilisera jamais les estimateurs (33) ou (35) parce qu'il existe des estimateurs bien
connus de p et de m qui sont directs, donc probablement beaucoup plus efficaces au sens
commun du terme : il s’agit d’'une part

y BN
(36) i = — > Lx o)
j=1

ou (X, n > 1) désigne I’échantillon théorique, ce qui fait que 71, est la fréquence relative
de réalisation de I’événement “la variable aléatoire prend ses valeurs dans l'intervalle
[a,b]”, qui converge presque strement vers p d’apres la loi forte des grands nombres,
d’autre part de la moyenne empirique % qui converge de méme vers m.

L’intéret d’estimer la densité inconnue est pourtant évident dans certaines conditions :
quand il y a convergence uniforme presque sure (ce qui est le cas des deux théoremes
que nous avons cités) et si nous disposons d’un échantillon de taille assez grande, nous
aurons une bonne idée des zones ou la densité est grande, qui seront des zones ou toute
variable aléatoire suivant la loi inconnue aura de bonnes chances de prendre ses valeurs.
L’estimateur permettra aussi de faire de meilleures hypotheses pour la modélisation du
phénomene aléatoire considéré : en clair, I'intérét essentiel de 'estimation de la densité
est I'aide a la modélisation. Mais il ne faut pas oublier que ces questions sont délicates :
on peut étre facilement induit en erreur (voir les simulations concernant des lois mixtes
10) et on ne sait jamais d’avance si les hypotheses de tel ou tel théoréme sont vérifiées.
Tout modele est entaché d’incertitude que I'on essaie ensuite de lever par divers procédés
de validation, ce qui est un autre probleme.
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